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摘要 : 本 文 研究 了 与 紧 流 形 S+ 上 的 与 Hopf 纤维 从 相 联 系 的 亚 椭圆 算 子 的 谱 . 利用 球 调和 
函数 的 直 和 分 解 , 得 到 了 亚 椭 贺 算 子 的 谱 和 每 个 特征 值 所 对 应 的 特征 空间 及 其 维 数 . 
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1 引言 


Ha6rmander 平方 和 算 子 是 一 类 很 重要 的 退化 椭圆 算 子 , 对 它 的 研究 联系 到 数学 的 一 些 
其 它 分 支 ,如 几何 和 复 分 析 . 设 Xi ,Xs，…,X 是 流 形 M 上 的 一 组 向 量 场 ,满足 H6rmander 
条 件 , 即 Xi ,X,,…,X 及 其 直到 > 阶 的 交换 子 在 M 的 每 一 点 有 极 大 秩 , 则 Harmander 平 
方 和 算 子 An 一 一 5)*, Xr X, 是 亚 椭圆 的 ,其 中 X” 为 X, 的 共 示 . 有 关 亚 椭 贺 算 子 局 部 性 
质 的 研究 可 参见 C. Fefferman 和 D. H. Phongt5 , A. Nagel, E. M. Stein 和 S. Waingert2] ， 
D. Jerisont 和 徐 超 江 恰 的 工作 . 而 关于 整体 性 问题 的 研究 甚 少 ,在 大 范围 情形 下 , 罗 学 波 、 
钮 鹏 程 [5] 研 究 了 Heissenberg 群 上 的 不 变 算 子 , 叶 人 参 、 陈 文艺 中研 究 了 S: 上 与 Hopf 纤 
维 相 联系 的 一 个 亚 椭圆 算 子 的 第 一 非 零 特 征 值 . 本 文 推广 了 他 们 的 工作 ， 本 
的 谱 , 并 得 到 了 每 个 特征 值 所 对 应 的 特征 空间 及 其 维 数 . 取 

SS: 一 {(z1 ,22) 和 C, | zi | 十 | 之 2 | = 1}, 
借助 复 机 构 ,S! 作用 于 S: 上 :e”>(z1e”,zze”), 称 为 Hopf 纤维 化 . 设 X, 为 沿 着 Hopf 纤维 
的 单位 切 向 量 场 , 取 单 位 向 量 Xi ,X; 使 得 Xi ,X; ,Xs 构成 S$ 上 切 空间 的 正 交 基 ， 
那么 Xi ,Xs* 满足 H6rmander 条 件 . 定义 S 上 函数 x 的 能 量 泛 郴 为 互 rp(u) 为 
EuCu) -=|,4 Xiu 1 十 | Kou [2) ds, 

其 变 分 方程 为 Anu=(— Xr Xi + Xz2 Xz )u, »Au 是 亚 椭圆 的 ,有 离散 的 特征 值 
0=< 人 魏 避 委 …，, 我 们 有 如 下 定理 : 

定理 ” 紧 流 形 Ss 上 亚 椭圆 算 子 的 An 的 谱 为 2) = (Mo | hn = 2m,m 之 0}. 且 对 给 定 
的 特征 值 M, 令 mm 一 (CD 和 一 EGR 十 2) 一 天 )， 则 和。 对 应 的 特征 空间 为 由 ov 治 ，… 其 实 


(R 十 2)2 一 天 
维 数 为 0 4 
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2 亚 椭 圆 算 子 的 构造 
在 S| 上 取 参 数 化 (e”! sint,e” cost) ,其 中 0<t<3F,0<9 22 委 2r, 则 Ss 上 的 Riemann 
度量 为 ds 二 df 十 sin?*tdg 十 cos:tdG. 取 S: 上 的 一 组 向 量 场 
cos "19。 一 sin219 


= 3 Pe 二 9 可 
Xi Xi sintcost A n + 9%, 


则 有 Xi, X,, X; 为 Ss 上 的 单位 正 交 基 , 且 Xs 是 Hopf 纤维 的 切 向 ， 由 Xi, X。 满足 
H6rmander 条 件 , 则 Apu 二 一 (X? Xi 十 X2 X2)u 为 S; 上 的 亚 椭 圆 算 子 . 考虑 方程 特征 值 问 
题 ;一 Apu 二 Xu, 显 然 % 二 0 为 特征 值 ,对 应 的 特征 函数 是 非 零 常 数 ,特征 空间 维 数 为 1. 为 研 
究 非 零 特征 值 ,我 们 首先 考虑 S; 上 的 Laplace 算 子 As ,我 们 知道 其 特征 值 为 二 Ck 十 2)， 
相应 的 特征 函数 是 阶 齐 次 球 调和 多 项 式 , 记 “ 阶 齐 次 球 调和 多 项 式 全 体 为 治 , 则 有 直 和 
分 解 ([6j 或 [7]); 
工 (S3 ,do) 一 四 %. 
定义 站 上 的 变换 re:rof(ziyzz) 一 Cesziyezzy)， 显然 ， 在 此 变换 下 ,Laplace 方程 不 变 , 从 而 
mm 是 冶 上 的 正 交 变换 ,由 此 得 到 冯 Be rd 
=- 由， Ms 

这 里 , FE 交 ,: 意 味 着 是/ we ew*f. 我们 有 下 面 的 引 理 ; 

引 理 1 设 JE 汉 ,… 则 有 X f= 和 laorf =ilf. 

证 ”只 须 证 第 一 个 等 式 . 事实 上 ， 


9 
Of (ez ezz 2 ) |o-。 


9 
= Df Cent sintent? cost lo) 一 (2 。 3 纪 | 9f psy fe 


ag! 30 + 让 
2 9 f 十 gw f= Xf ， 
其 中 一 9 十 0, 二 9 十 0, 引 理 得 证 . 


3 定理 的 证 明 
首先 证 明 如 下 引 理 . 
引 理 2 冯 ,, 为 非 零 空间 当 且 仅 当 ,? 奇偶 性 相同 , 且 
当 1 关 0 时 ,dima C6 田 胃 ,0) 一 寻 二 只 一， 当 1 一 0 时 ,dima%h,。 一 丰 二 2， 
证 车 f(z ,Zz ) 二 2 0Z! 避 E 汉 ,其 中 a,B,Y,6EN, 则 由 M,CM 及 ref 一 esj 矿 知 
a 十 8 十 7 十 9 一 ka 十 8 一 7 一 一/ 
即 “二 8= 《F710=《3!. 
从 而 冯 ,, 为 非 零 空 间 当 且 仅 当 & ,奇偶 性 相同 , 且 有， ! 同 奇偶 时 ， 
冶 ， 一 Spanc{ 邓 允 如 下 | ae 十 8 一 “村 ， 7 十 8 一 “于 wp,7,9E N) . 


ee a 
可 由 zz 建立 从 冶 ,到 又,-, 的 线性 同 构 , 从 而 治 ., 汉 ,-, 可 看 作 
Spang{Re 寺 允 好 下，Im 对 双 可 下 | ec 十 有 一 天 7 十 9 一 “本 apiy8E N)， 
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从 而 得 到 
2 _ 12 
dima (%, ® R11) = 续 十 一， 站 
dim 3 。 = 企 二 分， 


推论 上 节 的 直 和 分 解 可 重新 记 为 M = Diskmod) Me 

定理 的 证 明 VzxE 冯 ,由 xz 调和 , 即 一 Asx 一 有 (RE 十 2)z。 
又 由 XI 及 2 ,Xs 单位 正 交 有 

— Asu = Xr Xiut KX? Xu XH Xsu =— Anu 十 Xi Xu. 
由 X: 一 3 十 3 ，X; 二 一 Xs, 再 由 引 理 1, 有 X; Xsu = Lu. 由 上 述 三 式 有 
— Anu =— As u — XK: Ksu = (kk 2) — Bu, 

由 引 理 2,k,l 同 奇偶 时 ,家 ,1 非 空 .A 二 kk 十 2) 一 2 为 A 的 特征 值 , Hi 为 X41 的 特征 空 
间 . 显然 A 为 偶数 且 X4; 二 2k, 从 而 An 的 谱 为 > = (245 1% = 2m,m 宇 0} ,4 对 应 的 特征 


空间 为 由 pe。 ,1 ,其 维 数 
dime(, 中 ， HM,1) = dimer 中 (HM, © %,-1)) + dimR(，， 0, M0) 


DET, #0 
(有 十 2)2 一 用 
EE 


DE, 


定理 证 完 . 
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THE SPECTRUM OF SUBELLIPTIC 
OPERATORS ON S’ 
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Abstract: In this paper, we study the spectrum of the subelliptic operator based on the Hopf fibration 
on the sphere of dimension 3. By means of the direct decomposition of spherical harmonic function, the 
spectrum and the dimension of all the eigen-spaces are obtained. 
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